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1. はじめに　
近年，流体解析における移動境界問題の解析手法として，
物体が占める領域も流体領域とみなし，代わりに物体近傍
の流れが物体表面に沿って流れるように計算上のトリック
を施す仮想境界法が注目を集めている．そのトリックのち
がいから，Ghost uid法 (1)，Immersed Boundary法 (2)，
Fictitious Domain 法 (3) などが考案されている．Ghost
uid 法では物体領域に配置する仮想流体 (ghost uid) の
流速計算，Immersed Boundary法では物体表面での仮想
外力の計算など，物体表面での no-slip 境界条件を導入す
るための計算過程が追加される．また Fictitious Domain
法では，no-slip条件を流れの支配方程式に対する拘束条件
として扱うことによって，ラグランジュの未定乗数が導入
される．これによって未知量が増加し，計算規模の肥大化
が避けられない．このように，従来の仮想境界法には計算
過程の追加や未知量の増加という難点がある．これらに対
して，no-slip 境界条件を運動方程式の中にペナルティ項
として組み込む Penalization 法 (4)(5) は，未知量の増加が
なく，簡便な計算手法として注目されている．
そこで，本研究では，Penalization法を有限要素法と組
み合わせて，流体構造連成問題に対する実用的かつ有効的
な解析手法を構築することを目的とする．
2. 基礎方程式　
流れは非圧縮性ニュートン流体の 2次元流れとする．流
れの支配方程式は，ナビエ・ストークス方程式
@ui
@t
+ ujui;j =  p;i + 1
Re
ui;jj (
f 内) (1)
と，連続の方程式
ui;i = 0 (
f 内) (2)
である．
f は流体領域を表し，tは時間，xi（i = 1; 2）は
直交座標，ui（i = 1; 2）は速度の xi 成分，pは圧力，Re
はレイノルズ数である．Fig. 1に示す物体周りの流れを例
にとると， 
f の境界は，流入境界  1 ，物体境界  2 ，滑
り境界  3 ，流出境界  4 に分けられる．このとき境界条
件は次のように与えられる．
ui = u^i ( 1 上) (3)
ui = u^bi ( 2 上) (4)
 pn1 + 1
Re
@u1
@n
= u2 = 0 ( 3 上) (5)
 pni + 1
Re
@ui
@n
= 0 ( 4 上) (6)
ここに @=@n は境界上に建てた外向き単位法線方向の偏微
分を表す．また (u^i)は流入速度を表し，(u^bi)は物体の移
動速度である．
Fig. 1: Fluid region and its boundaries
3. Penalization法　
Fig. 1 の物体が占める領域を仮想的な流体で置き換え，
この流体は，流速 (u^bi)で運動すると考える．この条件を
運動方程式の中にペナルティ項として
@ui
@t
+ujui;j =  p;i+ 1
Re
ui;jj+(u^bi   ui) (
 内) (7)
のように組み込み，式 (7) を流体領域 
f だけではなく，
物体が占める領域 
b にも適用する．ここに， はペナ
ルティパラメータ，  は次式で定義されるマスク関数で
ある．
 =
(
0 (
f 内)
1 (
b 内)
(8)
式 (7) の右辺第 3 項は，領域 
b 内でのみ有効であり，
ui 6= u^bi の場合は流体に対する仮想的な外力として作用
する．式 (7)を用いることによって，Fig. 1の長方形内の
全領域を流体領域とみなすことができ，物体の移動に伴う
メッシュの変更の必要がなくなる．
4. 方程式の離散化　
4.1空間方向の離散化　
空間方向の離散化には有限要素法を用いる．有限要素と
して三角形要素を用いる．Fig. 2(a)に示すように要素を 4
つの小三角形に分割し，各小三角形において速度を xi の
1次多項式で近似する．圧力は，Fig. 2(b)の三角形要素全
体で 1 次近似を行う．ペナルティパラメータ  は要素内
(a) velocity (b) pressure
Fig. 2: Nodes of velocity and pressure
で一定とし，マスク関数  の取り扱いにおいては次節で述
べる．
空間方向の離散化の結果，式 (7), (2)より，それぞれ次
のような半離散化式が導かれる．
M
dU
dt
+

A(U) +D

U HP F(U^b U) = 0 (9)
HTU = 0 (10)
ここに，U, P は，それぞれ節点速度，節点圧力を成分に
もつベクトルである．式 (9)の M は，dU=dt の係数行列
M に対角化を施した対角行列である．また，A(U)U は
移流項，DU は粘性応力項，HP は圧力項，F(U^b  U)
はペナルティ項の離散形である．
4.2時間方向の離散化　
時間方向の離散化には差分法を用いる．時間軸を一定
の長さ t の小区間に分割し，時刻 tn = nt と時刻
tn+1 = (n+ 1)tにはさまれた代表的な区間に注目する．
物理量の時刻 tn を知り，時刻 tn + 1の値を求めるものと
して，式（9），(10)を次のように時間方向に離散化する．
M
Un+1  Un
t
+

A(Un) +D

Un
 HPn+1   F(U^b  Un) = 0
(11)
HTUn+1 = 0 (12)
式 (11)と (12)の求解は，次のように複数の過程により分
けて行われる．
1. 式 (11)の未知量 Pn+1 を既知量 Pn に置き換えた
M
U  Un
t
+

A(Un) +D

Un
 HPn   F(U^b  Un) = 0
(13)
より，中間的な速度U を求める．U が式 (12)を満
たす保証はないので，式 (12) を満たすように補正を
加える必要がある．
2. 式 (11)から式 (13)を辺々引き算すると，
M
Un+1  U
t
 H = 0 (14)
を得る．ここに
 = Pn+1  Pn (15)
である．式 (14)の両辺に左からHTM 1 をかけ，式
(12)を考慮すると，
(HTM
 1
H) =   1
t
HTU (16)
を得る．これは圧力増分  を未知量とする連立 1 次
代数方程式である．これを解いて を求め、式 (15)
より Pn+1 を求める．
3. 2で求めた を式 (14)に代入して，速度Un+1 を求
める．
以上の 1～3 の過程を，時間 t ずつ進めながら繰り
返す．
5. XFEMの導入　
FEM はメッシュを構成する要素の内部において，
Fig.3(a) に示すように物理量が連続的に変形するとして
仮定をすることを前提としている．そこで，式 (7)で導入
したマスク関数 を要素内で xi の 1次多項式で近似する
と，物体表面  2 を内に含む要素においては，
b の外で
 6= 0となってしまい，物体表面の位置に関してあいまい
さが残ってしまう．そこで，式 (8) で表される  の階段
状の分布系を正確に表現するために，XFEM(extended -
nite element method)(7)(8) を導入する．XFEMはMoes
によって提案された手法であり，Fig.3(b)に示すように内
挿関数にヘビサイド関数などの不連続関数を用いることに
より，構造物中に存在する亀裂先端の応力解析や進展経路
の解析など不連続面における解析に応用されている．速度
Uに対する形状関数をNとし，もUと同じ形状関数で
近似するとペナルティ項は以下のように離散化される．

ZZ

e
NTNNT d
e(U^b  Un) (
e 内) (17)
ここで，Nは Fig.3(a)のように要素内で連続であるため，
 が要素内で不連続となる状態は表現できない．そこで，
要素 
e を流体領域 
ef と物体領域 
eb に分けて，領域に応
じて
h =
(
 N (
ef 内)
I N (
eb 内)
(18)
となる形状関数 h を定義する．ここに，IT = [1; 1; 1] で
ある．1 次元の場合を例にとると  N に相当する関数は
Fig.4(a)のようになり，I Nに相当する関数は Fig.4(b)
のようになる．そこで，
e 内でN+ hを新たに に対す
る形状関数とすると，
e 内の の分布系は，Fig.3(b)の
ように階段状になる．
そこで流体・固体の境界の選定を行い，新たな形状関数
h を足し合わせることで，物体境界  2 におけるマスク関
数  を不連続に表現する．h は流体領域と物体領域にお
いてそれぞれ Fig.4(a),(b)に示される関数である．流体領
域と物体領域において hは Nを用いて次のように定義さ
れる．
(a) original function N (b) modied function N+ h
Fig. 3: Shape functions
(a)  N (b) I N
Fig. 4: Function h
6. 流体力の計算　
物体を円柱とする．物体に作用する流体力は，粘性応力
を無視して圧力のみを用いて計算する． 円柱表面におけ
る圧力を 
f 内の圧力分布とラグランジュ補間を用いて計
算する．Fig.5のように，円柱表面上の点 Pの法線方向に
3 点 Q1 ,Q2 ,Q3 をとり，3 点の圧力値を使って 2 次多項
式を組み立て，それを用いて点 Pの圧力分布を求める．円
柱断面の直径に対する線分，PQ1 ,Q1Q2 ,Q2Q3 の長さの
比をそれぞれ a; b; c とおいて，数値実験によって (a; b; c)
の最適な組み合わせを求めることにする．
Fig. 5: Lagrangian interpolation
7. 数値計算例　
7.1 静止円柱まわりの流れ　
補間点の最適な配置とペナルティ数の大きさを決めるた
めに，静止円柱まわりの流れを計算し，円柱表面の圧力分布
を調べる． Re = 100のときの剥離点周辺における円柱表
面の圧力分布の計算結果を Fig.6 に示す．PCFEM のシン
ボルは，流体領域 のみをメッシュで覆う通常の有限要素法
(conventional FEM)による計算結果を表し，三つの数字の
組み合わせのシンボルは，補間点の距離 (a; b; c)をその三つ
の値にしたときの本手法による計算結果を PCFEM の比と
して表した値である，この結果より (a; b; c)＝ (0.3,0.3,0.9)
を用いた結果が CFEMの結果と最もよく一致した．そこ
で，以後 (a; b; c)＝ (0.3,0.3,0.9)を用いることにする．
次に，同じ (a; b; c)の円柱まわりの流れについて，ペナ
ルティ数 の値を 102 ，103 ，104 の 3 通りに変えて計算
を行い，円柱表面の圧力分布を求めた．圧力分布を Fig.7
に示す．これにより，  の大きさのちがいによる圧力分
布の形状のちがいは，大きくないことがわかる．一般に 
を大きくすると時間増分 を小さくしなければならない傾
向がある．そこで計算の効率と Fig.7 の結果を考慮して，
 = 103 を採用する．
最後に，XFEM の導入効果を検討するため，補間点の
距離 (a; b; c)およびペナルティーパラメータ の値を変え
ず，物体境界周辺における圧力分布の変化を調査した．円
柱表面の圧力分布を Fig.8 に示す．PFEM のシンボルは
従来手法，XPFEMのシンボルは XFEM導入後の圧力分
布を示す．剥離点付近における圧力分布が XFEM導入後
は CFEMの計算結果により近い値となり，精度向上を示
すことができた．
Fig. 6: Pressure ratio P=PCFEM for dierent
combination of (a; b; c)
Fig. 7: Pressure ratio P=P
CFEM
for dierent size of 
Fig. 8: Comparison of pressure distributions
between XFEM and FEM
7.2 渦励振　
流体-固体連成問題の計算例として，円柱の渦励振を計
算する．Fig.9に計算モデルを示す．計算条件は，文献 (8)
の水槽実験の条件に合わせて設定する．ここでは x2 方向
の振動のみを対象とし，円柱の運動方程式を
m
d2X2
dt2
+ c
dX2
dt
+ kX2 = F2 (
f 内) (19)
とする．ここに，mは円柱の質量，cは減衰定数，k はバ
ネ定数，X2 は円柱の静止位置からの変位である．F2 は 5
節で述べた方法で求めた x2 方向の流体力である．式 (19)
の時間積分には 2次のルンゲクッタ法を用いる．
流れのレイノルズ数を変えた時の，振動振幅の変化を
Fig.10に，渦放出周波数の変化を Fig.11に示す．ここで，
fn は円柱の固有振動数，f は渦放出周波数である．レイノ
ルズ数 90 前後においてロックインが発生し円柱の振動振
幅が特に大きくなることが確認された．実験結果と比較し
てロックインが発生する領域は本手法のほうが広くなり定
量的には検討の余地があるが，振動振幅が最大となるレイ
ノルズ数，あるいはレイノルズ数 120以降に徐々に振動振
幅が減少する傾向は実験結果に近いものとなり定性的には
良好な結果を得た．
Fig. 9: A computational model of vortex-induced vibration
Fig. 10: Amplitude of a cylinder vs. Re
Fig. 11: Frequency vs. Re
7. 結言　
Penalization法とXFEMを組み合わせた方法を用いて，
円柱まわりの 2次元流れを計算した．一般に，仮想境界法
では物体表面での圧力を求めるために特別な手段を講じる
必要があるが，本手法では流体領域の圧力を外挿する方法
を提案した．円柱表面の圧力分布について，通常の FEM
の計算結果と比較することによって，最適な補間点の位置
を求めた．本手法を流体-固体連成問題に応用し，渦励振の
計算を行った．実験値と比較して本手法は，定性的にはほ
ぼ良好な結果を得た．
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